Chapitre 1 : Les intégrales
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0.1 Calcul de primitives
Définition 0.1.1 Soit f : [a,b] — R. On dit qu’une fonction F est une primitive de f si et seulement
St

Vz € [a,b]: F'(z) = f(z).

Définition 0.1.2 Soit une fonction f(x) continue sur [a,b] et F(x) une primitive de f. On note
Uintégrale de la fonction f sur Uintervalle [a,b] par :

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Propriétés de l’intégrale définie

1. /abf(x)dm - —/baf(x)da:

b c b
/ fla)dx = / f(z)dz +/ f(z)dzr avec a < ¢ < b (Relation de Chasles).

[ @+ gt = [ s+ [ gwae
/ab Af(w)de = A/ab f(z)dz, A € IR.

b
5. Si f >0 sur [a,b] alors / f(x)dx > 0.

N

bt

i

b
Si f <0 sur [a,b] alors / f(z)dz <0.

b
6. Si f > g sur [a,d] alors/ f(z)dx >/ g(x)dx.

7.0na|/f da:|</|f s

8. Si f est continue sur [a, b] alors elle est intégrable sur [a, b].

9. Si f est paire alors f(x)da: = 2/ f(z)dz

10. Si f est impaire alors f (x)dx

—a

T
11. Si f est périodique, de période T alors / f(x)dx :/ flx)dx
0

a

0.2 Intégration par parties

Théoréme 0.2.1 Soient u et v deuz fonctions de classe C*([a,b]), alors



Exemple 0.2.2 1. / xsin(z). On pose (IPP) :
0

u'(z) = sin(z) = u(z) = — cos(z)
etv(z) =z = v'(z) = 1.

Donc I = [~z cos(z)]g —|—/ cos(x)dx, I =m+ [sin(z)]f = .
0

1. I = /a:ln(x)d:c.On pose (IPP) :

u(z) =2 = u(z) = %

etv(z) = In(z) = v'(x) = 1/z.

x—ln(m)—%—i—c,ceﬂ{.

T
Alors Iy = %2 In(z) — / §dm, I, = 5

2. I3 = /arctcm(x)dx, on pose (IPP) :

u(z)=1=ux)=2x

1

etv(x) = arctg(z) = v'(z) = i

2 1
Alors Iy = zarctg(z) — 4 / H%dx = zarctg(x) — 5 In(1 +2%) +¢,c € RR.
x

0.3 Changement de variables

Théoréme 0.3.1 Soit f : I — IR une fonction continue sur I et g : J — I une bijection de classe
C*' alors

g(b) b
Va,be J: /() f(x)dx:/ Flg(0)g (D).

On pose x = g(t) alors dz = ¢'(t)dt.

Exemple 0.3.2 1. [} = /(Sin(x))?’o3 cos(x)dx, On effectue le (C.V) changement de variable sui-
vant, on pose
t = sin(x) = dt = cos(z)dx.
Ainsi I, devient :

308dt = — 4 ¢

301 F¢= 300 TocelR

Il :/ t304 B (sin(x))304

1
= —— V) :
2. I, /xln(w) dz, (C.V) : on pose

1
t=In(x)=dt = de'

1
Ainsi I devient : Iy = / Edt =In|t|+c=In|ln(z)| + ¢, c € R.



0.4 Intégration des fractions rationnelles

Décomposition en éléments simples et intégrations

Soit f(z) = gg; ot P(z) et Q(x) sont des polyndmes ou le degré de P(z) est inférieur strictement
a celui de Q(z) (sinon on fait la division euclidiénne).
1. SiQ(z) = (v —a1)(z —az) ... (x — ay,) alors

P(l‘) Al A2 An

oot .
Qz) x—a1 x—ay T — ay

Ainsi

/ggxgdmA1111|=’Ca1|+A2111|=’Ea2|+"’+Anln|xan|+C’ c€RR.
T

2. Si P(x) =1et Q(z) = (x — a)¥, alors

dx d — Injlz—a|], si k=1 ;
(q;—a)kxi ﬁ(w—a)kk—kc celR,si k#£1 .

3. SiQ(x) = (x —a)**(x —b)k2 ... (x — c)*n, alors
P(I)_ Al A2 Akl Bl Bg Bk2
0@) 7-—a (@—a2 T Gam Tap @ T T ok
G, G G
x—c (z—c)? (x — c¢)kn

4. Si Q(x) = ax? + bz + ¢ dans ce type on a trois cas
— Si le dominateur admet deux racines réelles distinctes x1 et x5 alors Q(z) = a(x —x1)(x — z2).
D’ou
ar + ﬁ o Al A2
ax?+br+c x—m3 T—T9

ainsi

/#—;ﬁ_cdfﬂ:flllnm—xﬂ+A21n|$—$2|+k, ke R.

— Si le dominateur admet une racine double zy € IR, alors
ax + 8 Ay Aa
= -
ar?+br+c x—x0 (r—m0)?

ainsi

A
/ani—’—ﬂd:c:/llln\xfxdf > 4k keR.
ar? +bxr +c T — T

— Si le dominateur n’admet pas de racine dans R, alors on écrit

ar+B3  2ar+b ~
ax2+br+c ax?+4+br+c ar2+br+c

On fait un changement de variable u(z) = u tel que

5 B A
ar?+br+c w241

Ainsi

/#}L—xﬁ—i—c =1Inlaz® + bx + c| + Aarctan(u) + k, k € R.



5. Si Q(x) = (z — z¢)*(az® + bx + ¢), alors

P(Jj) A1 + Ag bt Akl OZI—Fﬂ
Q(z) x—z9 (v—20)2 (x — )k az?+br+c

az+
az?+br+c

6. Si Q(z) = (ax?® + bz + ), alors

Aprés on décompose en éléments simple suivant le cas précédent.

P(x) 2ax +b B

Q(z) (az? + bz + )k + (az? + bz + c)k

pour le cas oul le dominateur n’admet pas racines dans IR alors on fait un changement de variable

u(z) dans la deuxiéme fraction (m) tel que
B B C
(ax? +bx + )k (u2 4+ 1)k’
Ainsi
Sik =1 alors

/gggj;dwzmnax2+bx+cl+Carctan(“)+Kv Kek
€T

az? + bz + )tk

: 2azx+b _
S; k # 1 alors fA(azerszrc)kdx =1 k(
e

B C
_— = D e——— - I .
/ (az? + bz + c)kdﬂlj / (u? + l)kdw F

On calcule cette intégrale par récurrence : on fait une intégration par partie qui permet de passer
de Ik,1 a Ik.

d d
Exemple 0.4.1 1. / x+2;—|— 3= / T 2)5(333 e On décompose la fraction en éléments simples,

c’est & dire on cherche a et b tels que :

1 a b

(z+1)(z+2) x+1+x+2'

Pour calculer a, on multiplie les deux membres par (x + 1), on obtient

(x+2)_a x4+ 2

1 bz +1
R

on tend x — —1 alors
1=a.

Pour calculer b,on multiplie les deux membres par (x + 2), on obtient

1 a(x +2)
= b
@+ e+l

on tend x — —2 alors
—1=ha.

(On peut utiliser lindentification)



1 __e . b w(a+b)+b+2a
(z+D(z+2) 2z+1 z+2  (z+1)(z+2)

{a—!—b:O, =a=1,b=-1

b+2a=1

(On peut aussi remplacer deuzx valeurs de x pour obtenir deux équations a deux inconnus)

1 b 1 a b
1 1

L= —de———

z+1 r—2

L=Inlz+1]—-ln|z—2|+¢ceR.

1
2. Iy = ———, On décompose la fraction en éléments simples,
x2(x —1)

1 a b c

21 2 @o

meéme principe

c=mE b=l =t
mais pour a on peut pendre x = —1 car c’est bien définie en -1 , on remplace dans les membres.

a=-1,b=1,c=1.
Ainsi )
—In|z|+Injz -1+ - +cceR.
x

3
3. I3 = / #—;Hdﬂc on remarque (x2 4+ 2z +2)' =2z +2

20+ 2 2 1
Ainsi =3 [ 222 qot [ 2 = 20+ 2+ T
et 2/x2—|—2x—|—2 $+/x2+2x+2$ g Il e w2 L

I = /7(& sachant que A < 0 on écrit le dénominateur sous la forme u® + 1,
22 +2x + 2
22 +2x+2=(x+1)2+1 Ainsi on pose u = (z + 1) = du = dz.
1
I = 2/ mdu = 2arctg(u) +c;c € R

1
= §1n|z2 + 2z + 2|+ 2arctg(1+z) +¢

4
1
= /x i . On fait une division euclidienne x* + 1 = x(2® + 2) — 22 + 1, ainsi I, =

4 3+
/d / 1, 2/2 / L=z, hant que A < 0,22 + 1 On dé
rar — xr =T — ———ax . sachan ue , L n aecompose
S+ z(x2 +1) 1 P
J
1 — 2?2 a br+c

a:(x2+1):5+x2+1



2

1—
a = lim S 1. Pour b, c deux inconnus on remplace par deux valeurs ,x=—1 on
z—0 (.%‘2 + 1)
retrouve un systeme & deux équations ANO=—-1+ #, b=-2,¢=0
J=In|z| —In(z* + 1) +¢,c € R.
I =2%/2—In|z| +In(z* + 1) + ¢,c € R.
— 1 d/ .
5. I5 = m On ecompose :
1 a b cr+d
= + + :
(z-—1D(x+1)(224+1) x-1 z+1 2241
1 1 1
=1 l———m—=-b=lim ————=——,¢=0,d=——
T e D2 r) 1 e @ D@2+1) 4T 2
Ainsi

1 1 1
Is = Zln|x— 1] — Zln|x—|—1| - Earctan(w) +ec.

0.5 Intégration des fonctions trigonométriques

— Méthode 1 : Les régles de Bioche
On pose w(z) = f(x)dz, on a alors
w(—z) = —f(—z)dz
w(r —z)=—f(r — z)dx.

1. Si w(—z) = w(x), alors on fait un changement de varialble tel que on pose u(x) = cosz.
2. Siw(m — ) = w(x), alors on fait un changement de variable tel que on pose u(x) = sinx.

3. Siw(m+ x) = w(x), alors on fait un changement de variable tel que on pose u(x) = tanx.

— Méthode 2 : on fait un changement de variable suivant : ¢t = tan 3, alors
11—t 2t 2t 2
COST = m, SINxT = m, tanx = ﬂ, dx = mdt
Exemple 0.5.1 1. I; = sin(z) cos®*(z)dx on pose t = cos(z) = dt = —sin(x)dz I; devient I; =
3

S
3
—/tht:—ngc:—cosg 7) +c.

/2
2. I, = / cos®(x)dx, on poset = sin(z) = dt = cos(z)dz, s =0=>t=0,r =n/2 =>t=11I,
0

. ! ) 2
devient I = A—tHdt=[t— —]p = =.
0 3 3

/4

3. I3 = / tan(z®)dx on pose t = tan(z) = x = arctan(t) = dr = =0=>t=0,z =

0 1+
w/4d =t =1 Ainsi I3 devient

1 3 1 2 1 1 2

t t(L+1%) —t 1 ) 21 |

L=| —=dt=| 2———dt= [ tdt—= | 21 +¢3dt=[=—=In(1 = ~(1-In(2).
’ /01+t2 /0 1+ ¢2 /0 2/0 i [5 =g 40l = 5(1-In(2)



1
4. Iy = / mdm on pose n pose t = tan

1—¢2

142’

cosT = sinx =

2dt

142’

xr
5, alors

2
xr = ————
14 ¢2

2t

— 2’

tanx =
1

1 2

dt =

142

1
-

2

1+ ——

o]

-———+ec

(1+1)2 1+t

dt.

1+t2

0.6 Intégration des fonctions Rationnelles

1. Intégrale de type [ R(, xw,...,x5)dr, o R est une fonction rationnelle.
On cherche le dénominateur commun entre n, ..., s on le note k. En suite, on fait le changement
de variable :
z = t* alors dr = kt"~dt.
axr+b axr+b

cw-i—d) RS (cw+d)s)dx
= t* avec k le dénominateur commun entre 7, ..., s.

Intégrale de type [ R(z, (
azx+b

On pose £

. Intégrale de type [ R(z,vaz? + bx + ¢)dx avec a # 0
i Sia>0on pose vVar?+bx+ ¢ = ++/ax + ¢t alors

2 —¢

2 2 2 PN
b = t°£2 t d = .
ar® +oxr +c=ax” + \/ax ouxr b:t2\/5t

+2./ct—b

a—t2

ii Si ¢ > 0 On pose vaz? + bx + ¢ =zt £+ +/c alors z =

iii Si ax? + bz + ¢ admet deux racines distinctes dans IR o, 3 alors on pose
vVar? +bx+c=(x—a)touvax? +br+c=(x— f)t.

Exemple 0.6.1 1. I = /\?yl/ildx, le PGCD(3,2) = 6 = k on pose x = t5 = dx = 6t0dt.
T

t3
I = 6/ o 1t5dt On fait une division euclidienne t® = (1 +t2)(t® —t* +12 — 1) + 1. Alors
ot 1
L =6-—-6—-+4+6——-6t+6 | ——dt.
1 =07 =05 +03 - / 1412
g 45 3
xs e ré
L =6— —6— +6— — 6x° + 6arctg(x%) +c
7 5 3
Ve —1
2. IQZ/ xx dx on pose t? = x — 1 = 2tdt = dx,
I _/tgtdt_z/ml_ldt
T et 2 +1

I, =2t — 2arctg(t) + ¢ = 2v/x — 1 — 2arctg(vVx — 1) + ¢,c € IR.



d
S I3= [ ——
? / 2 +1

L _/ dx
o Vai+x—2
242 3
\/12+1:72:(x—1)t¢x:t21r =1+

X
+

,a >0 on pose VaZ +1=x+t= 2%+ 1= a2+ 2zt + 2.

1— ¢
Tr =

Ny ?+1
rT=——
2 2¢2

Ii=—Injt|+c=—-In|vz2+1—z[+ec

sachant que A > 0 on choisit l’'une des racines on pose

dt

1 2 -1

t

dt

T+ 2 T+ 2

Iy =1n|1+4/] | —In|l - |as—1

x—1 [+
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Chapitre 1

Equations différentielles

1.1 Définitions

Dans la suite on suppose que I est un intervalle de IR

Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle d’ordre n, toute relation F entre
x,y et les dérivées de y donnée par

F(x,y,y, ...,y(”)) =0.

Toute fonction y(x) verifiant F(z,y,y,...,y"™) = 0 est appelée solution de I’équation
différentielle.

Définition 1.1.2 1. Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de
la forme :
ao(2)y + ar(2)y + az()y" + - - + an(2)y™ = g(x)
ou les a;, pour v = 0,...,n et g sont des fonctions réelles continues sur un
intervalle I C 1R.

2. Une équation différentielle linéaire d’ordre n est dite homogéne, ou sans second
membre si la fonction g est nulle :

CLO(ZE)y + al(x)y’ + a2(x)yw 4+t an(l‘)y(”) —0.
3. Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si
agy + ary’ + asy” + -+ + ay™ = g(x)

ot les a;, pour i =20,...,n sont des constantes et g est une fonction réelle conti-
nue.

Proposition 1.1.3 Si y; et yo sont solutions de l’équation différentille linéaire homo-
gene :
ao(x)y + a1 (2)y + ag(x)y” + - - - + an(2)y™ = g(x)

alors Y\, b, Ayr + py2 est aussi solution de cette équation.



L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne forme un es-
pace vectoriel.

1.2 Equation différentielle du premier Ordre

Définition 1.2.1 Une équation différentille du premier ordre est de la forme :

ou f est une fonction continue par rapport a x sur un intervalle I de IR.

1.2.1 Equation différentielle a variables séparables
On appelle équation différentielle & variables séparables une équation de la forme :
(1.1)
ou f, g sont des fonctions continuent sur I.

Méthode de résolution
Sachant que y' = %, alors

Z—i (v) =g(x) = f(y)dy = g(x)dz = /f(y)dy — /g(x)dgc_

Exemple 1.2.2 .y =eV=eVdy=dr=e¢'=x+c,ce R=y=In|x+¢|

dy 2x
2. (x2+1)dy:2x(y2+1)dx:>/y2+1:/x2+1 x

= arctg(y) =In(z* + 1) + ¢ = y = tan(In(z* + 1) + ¢),c € R.

1.2.2 Equation différentielle Homogéne

1. Premier cas : une équation différentielle homogéne est une équation de la forme :

Meéthode de résolution
On pose t = £ ainsi

dy Y dt
=tr=y =t+at = -ZL=F=2t4+at' =Ft)=F1t)—t=—
y=tr=y =t+ux o =FC) =ttt (t) = F(t) e
N dt _ dx
Fit)—t
I1 ne reste plus qu’a résoudre ’équation différentielle & variable séparables :% = d?x.



Exemple 1.2.3 1. ¢y ==+

Y 1
= en posant :
x

Y
cos(=
&)
_y _ ! /
t===y=te=y =t+tx
T

on retrouve
dx

T

(t+t'x)=t+ Fl(t) = a:;l—; = @ = cos(t)dt = d% = /cos(t)dt =
= sin(t) = In|z| + ¢ =t = arcsin(ln |z| + ¢), c € IR
enfin y(x) = xarcsin(In |z| + ¢).
2. xy =y +x en posant :

t:g:>y:t:v:>y’:t+t':t
T
on retrouve
, , , dt dx
a:(t—l—ta:):tx+x:>tx+t:t+1:>tx:1:>xd—:1=>dt:—
T x

ainsit =1In|z| +¢,c € IR d’ou

y(z) = zln|z| + cz.

2. Second cas : une équation différentielle homogéne est une équation de la forme :
Eh .
Ol a est continue sur .

Méthode de résolution
(E) est une équation a variable séparables en effet :

Yy =—a(x)y = % = —a(z)dr = /% = /—a(x)dw = In|y| = /—a(m)d:p—f—c,c eR

d’ont la solution générale de (E}) est donnée par

—/a(x)dx
yn = Ke k==+e’ e 1R,

d
Exemple 1.2.4 1. ¢y —ye* = 0 = % = ye* = /_y = /exdaj = Inly| =
Y
e +ce,ceR,=y=Ke' K= +e.
d
2.y —ycos(z) = 0 = % = ycos(z) = /_y = /cos(x)dx = Inly| = sin(z) +
Y

c,eeR,= y=Ket™@ K = 4¢°.



1.2.3 Equation différentielle linéaire

On appelle une équation différentielle linéaire une équation de la forme :
E:
Ou a, b sont des fonctions continuent sur 1.

Méthode de résolution
La solution générale de (E) est donnée par y, = yn + y, avec y, est la solution de
'équation homogéne (E}) et y, et la solutions particuliére.

Meéthode la variation de la constante :

- | a(z)dx
on y, = kf(x) ou f(z) = e / = F la méthode consiste a faire varier la
constante k c’est a dire la constante k devient la fonction a trouver k(z) avec y, = k(z)F

on remplagant dans (E) et donc
Y, =FkK@)F + F'k(z) = F(2)F + F'k(z) + a(z)k(z)F = b(z) = K (2)F = b(x)

car F' 4+ a(z)F = Oon retrouve

Exemple 1.2.5 1.y —y = e*...(E) on commence par résoudre ’équation homogéne
(Ep):y —y=0ona:

d d
d—y:y=>/—y:/xdxéln]m:x+c,c€IR,:>y:Kex,K::|:ec.
T Yy

On cherche ensuite une solution particuliere en ulilisant la méthode de la variation
de la constante notée M.V.C, on pose y(z) = k(x)e* = k'(x)e* + k(x)e”.
En remplagant dans (E) on aura :

K (x)e® + k(z)e® — k(x)e® =¢e* = K'(z) =1 = k(z) =z,

alors la solution particuliére est donc donnée par y,(x) = ze®.
Enfin, la solution générale de [’équation avec second membre est donnée par
y(x) = ke® + we®.

2.y + 2ty = 2t...(E) on commence par résoudre ’équation homogéne (Ey) : y' +
2ty =0 on a :

d
—y:—Qty:>/—y:—/2tdt:>ln|y|:—t2+c:>y:ke_t2,k::l:ec
Yy



On cherche ensuite une solution particuliere en ulilisant la méthode de la variation

de la constante notée M.V.C, on pose
y(t) = k(t)e™ = = K (t)e ™" —2k(t)e™".

En remplagant dans (E) on aura :
K (e —2tk(t)e™ + 2tk(t)e™ =2t = k(t) = / ote’ dt = et

la solution particuliére est donnée par
Yp = e =1

Enfin, la solution générale de l’équation avec second membre est donnée par
y(t) = ke " +1,

avec y(0) = 0 ainsi k = —1 alors

yt)=1—e".

1.2.4 Equation de Bernoulli

On appelle une équation de Bernoulli une équation de la forme :

Ey ,n# 0et n # 1.

Méthode de résolution
On divise (E}) par " on aura :

Yy "+ a(z)y' " = b(z),

puis on pose z = y'™™ = 2/ = (1 — n)y'y™" on obtient une équation différentielle du

premier ordre (E) en z sous la forme :

1
1—n

2+ a(z)z = b(x).

Exemple 1.2.6 y + 22y = xy? c’est une différentielle de Bernoulli, on divise (Ej)

par y2 on aura :

yy 2wyt =,

puis on pose z =y L = 2’ = —y'y~? on obtient une équation différentielle du premier

ordre (E) en z sous la forme :

—2'+ 222 = x...(F).



On commence par résoudre ’équation homogéne
(Ep): =2 +2z2=0
on a :

d d
d—z:22:c:>/—Z:/2xdxz>ln]z|:x2+c:>z:kex2,k:iec
x z

On cherche ensuite une solution particuliére en ulilisant la méthode de la variation de
la constante notée M.V.C, on pose

2(x) = k(z)e” = 2 = K (2)e” + 2zk(x)e” .

En remplagant dans (E) on aura :

—k’(x)exz — 2xk(m)e$2 + 291;k(gc)eﬂ’f2 =2 = k(z) = /—xerd:c.

—35‘2 . . -
On calcule k(x) = “5—. alors la solution particuliere est donnée par

e 22
zp(x) = e’ =
Ainsi, la solution générale de ’équation avec second membre est donnée par
1
2(x) = ke® + 7

Enfin sachant que y(z) = (2(x))™! la solution de (E,) est donnée par

2 1
y(z) = (ke” + 5)71, ke IR.

1.3 Equation différentielle du second ordre

Soit (F) I'équation différentille du second ordre donnée par
E:
ou a, b, f sont des fonctions continues sur I.

Définition 1.3.1 1. On dit que (E) est une équation différentille du second ordre &
coefficients contants si elle est de la forme : , avec a,b € IR,
étant des constantes.

2. L’équation homogéne a (E) est (Ey) donnée par

3. On appelle équation caractéristique associée a (Ey,) l'équation définie par :

E, : , reC.



1.3.1 Résolution homogéne (E},)

Théoréme 1.3.2 Soit yy,ys deux solutions particuliéres de (Ey) linéairement indépen-
dantes, alors la solution générales de (Ey) est donnée par

Y=y + cayp, ci,00 € IR
Soit A = a? — 4b le discriminant de 1’équation caractéristique (F,)

Théoréme 1.3.3 1. Si A > 0, alors Uéquation (E,) admet deux solutions 11,7
ainsi la solution de (Ey) est donnée par

yp = 1€ 4 e ¢, cq € IR.

2. Si A =0, alors léquation (E,) admet une solution double 11 = ry = r ainsi la
solution de (Ey) est donnée par

yn = 1€’ 4+ cowe™, cq,co € IR.

3. Si A <0, alors 'équation (E,) admet deuz solutions complezes ri = r+ia,ry =
r—ia,o,r € IR ainsi la solution de (Ey) est donnée par

yp = c1e"¥ cos(ax) + cpe" sin(ax), ¢1,co € IR.

Exemple 1.3.4 1. ¢y + 4y — 6y = 0...(F) commengons par déterminer équation
caractéristique associée a (Ep) qui définie par

E.:r’+r—6=0

les solutions de cette équations sont : 2, —3 des solutions simples ainsi la solution
de cette équation du second ordre est donnée comme suit

y(x) = c1e* + cpe™ c1, 00 € IR.
2. y" 4+ 2y +y =0..(FE) l’équation caractéristique associée est
r?+2r+1=0
admet une solution double r = —1, alors la solution est donnée par
y(x) = e + cowe™ = (c1 + cax)e ", e, 00 € IR,
3. y" +y =0...(Ey) Uéquation caractéristique associée est
P +1=0

admet comme solutions simples r1 = 0+1i,r9 = 0—1, alors la solution est donnée
par

y(z) = e™[eg cos(z) + casin(x)] = ¢1 cos(z) + casin(x), ¢1, ¢ € IR.



4. YY"+ +y=0..(Ey) Uéquation caractéristique associée est

rP4r+1=0

admet comme solutions simples 11 = /31,79 = —/3i, alors la solution est donnée

par

y(x) = ¢1 cos(V3z) + casin(v3x), ¢1, ¢5 € IR.

1.3.2 Résolution d’une Equations du second ordre & coefficients

constants (F) :

Soit y, = yn + y, la solution générale de (£) est la somme de la solution de 'equa-
tion homogéme et la solution particuliére. La recherche de la solutions particuliére est

résumée dans le tableau suivant :

f(x) Racines de I'équation
caractéristique (E,) Solution particuliére
P,(z) 0 n’est pas une
solution de (FE,) y, = Po()
P,(z) 0 est une solution
d’ordre w (FE,) Yy, = 2P, ()
P,(x)e** a n’est pas
une solution (E£,.)
Yyp = Pu(@)e”
P,(x)e*” « est une solution

d’ordre w (E,)

Po(x) cos(f) 4+ Qm(x) sin(fz)

+i( n’est pas
une solution (E,.)

P, (x) cos(Bx) + Qu(z) sin(fz)

440 est une solution
d’ordre w (E,)

e (P () cos(0x) + Qm(x) sin(x))

a £ i n’est pas
une solution (E,.)

T (Po() cos(52) + Qm(@) sin(B2))

Avec kmax(n,m)

« £ i3 est une solution
d’ordre w (E,)

Yp = x“ie‘“(pk(x) cos(fz)
+Q(z) sin(fz))

Avec P,(z), P,(x) sont des polynomes de degré n et Qu(z), Qm(z) sont polynome de

degré m.




Le cas ou le second membre f(x) = e (P, (x) cos(fz)+Qm(z) sin(fz))
résume tous les autres cas, en effet :

Pourr=0=0+0i,a = =0, c’est le premier cas ou f(x) = P,(z).
Pourr = a+1.0, un réel B =0 c’est le cas ou f(x) = e P,(x).

Pour r = if3, un imagnaire pure a« = 0 c’est le cas ou f(x) = Py(x)cos(fz) +

Qr(z) sin(Bx).
Exemple 1.3.6 1. y" +y — 6y = 6x...(FE) sachant que la solution de
(En):y"+y —6y=0

3

est donnée comme suit y(x) = c1e® + e ¢, co € IR. la solution générale de

(E):Yg = Yn + Yp-

Nous allons utiliser le tableau précédent dans la partie cours, c¢’est a dire suivant
Y, dépend du second membre de (E), f(x)= 6z, ainsiy, = Pi(z),

0 est-elle une solution de (E,) :r*+r —6 = 07 la réponse est non, alors y,
est un polynéme du méme degré que f(x), de la forme suivante

Yp =ax +0b

pour trouver y, en fait il faut trouver a,b € IR tels que y, vérifie (E). En rem-
plagant dans (E) on aura :

a=-1,b=-1/6,y,=—x—1/6
ainsi la solution de (F) est :

1
y=ce* 4o —x — =

6

2.y +vy — 6y = e*...(E) sachant que la solutionde (Ey) : v +y' — 6y = 0 est
donnée comme suit y(xr) = c1€¥ + ce73 ¢y, co € IR. comme le second membre
de (E) est f(z) = e** et 2 est-elle une solution de (E,) :r*+r —6 =07 la
réponse est out, alors y, est sous la forme x' Py(x)e**, de la forme suivante

Yy, = aze™

pour trouver y, en fait il faut trouver a € IR tels que y, vérifie (E)
Y = ae* + 2zae®,y" = e**[2a + 2a + 4ax]
2x

e*[da + 4ax] + ae* + 2vae*” — 6aze™ = e

ainsi a = % la solution

T
Y= Yntyp = e’ e+ 2ot



3.y +y = e, la solution est y, = ¢; cos(z)+cgsin(x), ¢, co € IR. Suivant le tableau
Yp est sous la forme ae® car 1 n'est pas une solution de (E,).
Pour trouver a en remplace dans (E), a = 1/2 ainsi

1, ) 1,
Y= 5" Y= cos(x) + cosin(z) + 3¢

4. y" +y = sin(z), la solution est y, = c¢; cos(x) + cosin(x), ¢, co € IR. Suivant le
tableau y, est sous la forme y, = x(asin(z) + bcos(z)), car i est une solution
simple de (E,.), pour trouver a,b on remplace dans (E), a = —1/2,b =0,

Yp = —% cos(z),y, = ¢1 cos(z) + cosin(z) — gcos(x).

Donner ’expression des solutions particuliéres :

2

1.y —vy — 2y =e*, les racines de (E,) : > —r —2 =0 sont 1y = —1,79 = 2 ainsi

Yy, = vae*®

2.y =2y +y =uze®, (E,) :r*—2r+1=0 admet la racines double est r = 1, ainsi
Yy, = 7 (az + b)e”.

3.y +y=a%"sin(x); (E,):r*+1=0 admet les racines ry = i,ry = —i, sachant
que 1 £ n’est pas une racines de (E,), alors

Yy, = e"[(ax® + bz + ¢) sin(x) + (da® + ex + f) cos(z).

4.y +2y +y = e +sin(z); (E,): (r+1)2 =0, admet une racine double r = —1,la
solution particuliere est donnée par

Yp = Yp1 + Yp2, le principe de superposition.

ol Yy est la solution particuliere de (Ey) : y" + 2y +y = €*, sachant que 1 n’est
pas solution de (E,) yp = ae”.

et yps est la solution de (Es) : y" + 2y’ + y = sin(x), sanchant i n’est pas aussi
une racine de (E,.) donc ypy = asin(x) + bcos(z).

5.y + 4y = xsin(2z) + ze** cos(z), la solution de (E,) : r* +4 = 0, est 2i,—2i
donc comme précédement y, = yp1 + Ypa, 0U Yp1 est la solution particuliere de
(E1) : y"+ 4y = xsin(2z), sachant que 2i est une solution de (E,) yp1 = z((ax +
b) cos(2z) + (cx 4 d) sin(2x)).
et ypy est la solution de (Es) : y" + 4y = xe* cos(z), sanchant 2 +1i n’est pas une
racine de (E,) donc yps = e**[(ax + b) cos(z) + (cx + d) sin(z))].

| Dr. I.Medjadj
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CHAPITRE 1

Structures Algébriques

1. Lois De Composition Internes

DEFINITION 1.1. Soit G un ensemble, on appelle loi interne sur G toute application
de G x G dans G, on note souvent une loi interne par x ou 0.

EXEMPLE 1.2. (1) L’addition est une loi interne sur IR
+ RxR— 1R
(a,b) — a +b.
(2) L’application
1 1
R—{5}— R-{5}
(a,b) — a+b— 2ab
est une loi interne dans IR — {3}, en effet : Va,b € IR — {1}, montrons que
a+b—2abe IR — {%} plus précisement il faut prouver que a+b— 2ab # % car

il est évident que a + b — 2ab € R, on va raisonner par [’absurde on suppose

que a—l—b—?ab:%, sachant quea;«é%, etb;&% :

—_

1 1 1 1
a+b—2ab=-=a(1-20)+(b—=)=0=(z—-b)(2a—1)=0=>a=-Vb=—
2 2 2 2 2
contradiction, alors ce qu’on a supposé est faux c’est a dire a + b — 2ab # %,
d'otaxb € IR — {3}, % est une loi interne.
DEFINITION 1.3. Soit G un ensemble et x une loi interne.
(1) * est dite commutative si et seulement si :
Ve,ye G,xxy =y *x.
(2)  est dite associative si et seulement si :
Ve, y,z € Gixx (yxz) = (xxy) x 2.
(3) * admet un élement neutre si et seulement si :

dee G,Vx e G,z xe=exx =1x.

(4) Soit x € G on dit qu’un élément ' € G est Uélement symétrique ou
inverse de x si et seulement si xxx' = ' xx = e, ou e € G est l’élément
neutre.
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2. Groupes

DEFINITION 2.1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi ou opération
ineterne x telle que :

(1) * admet un élément neutre.
(2) Tout élément de G admet un élément symétrique dans G.
(3) * est associative.

Si de plus x est commutatif, alors (G,*) est un groupe commutatif ou abélien.

EXEMPLE 2.2. (1) (Z,+) est un groupe commutatif.
(2) (IR, x) n’est pas un groupe car 0 n’admet pas d’élément symétrique.

(3) (IR%, x) est un groupe commutatif.

3. Anneaux

DEFINITION 3.1. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes
*,0, on dit que (A, *,0) est un anneau i :

(1) (A, *) est un groupe commutatif.
(2) Va,y,z € A,
2o(y * 2) = (xdy) * (xdz) et (x xy)dz = (x02) » (yd2),
distributivité a gauche et a droite.
(3) & est associative .

Si de plus 0 est commutative, on dit que (A, *,9) est un anneau commutatif.
Si § admet un élément neutre, on dit que (A, *,0) est un anneau unitaire.

EXEMPLE 3.2. (Z,+,-) est un anneau commutatif et unitaire.

4. Corps

DEFINITION 4.1. Soit IK un ensemble munie de deuz lois de composition internes
*,0, on dit que (IK, %,9) est un corps si :

(1) (IK,,9) est un anneau unitaire.
(2) (IK —{e},0) est un groupe , ot e est l’élément neutre de *.

Si de plus 0 est commutative, On dit que (IK,x,d) est un corps commutatif.

ExXEMPLE 4.2. (IR, 4+, ) est un corps commutatif.
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5. Exercice Corrigé

EXERCICE 1. Soit x une loit définie sur IR par :
wry=ay+(a* —1)(y* — 1)
(1) Vérifier que * est commutative, non associative et admet un élément neutre.

SOLUTION . (1) * est commutative si et seulement si :
Ve,y € R/xxy =y x*z.

zry=zy+ @ -1 —1) =y + @ - )E*—1) =yx*z
Car le produit et la somme sont commutatives.

(2) * est non associative, on suppose que c’est associative c’est a dire :

Ve,y,z € IR, (z*xy) x 2 = x % (y * 2).

(zry)xz = [zy+ (@ =1)(y" —1)]*z
= (ey+ (@ -1 - 1))z + (& = D(fay + (2* - 1)(y° - 1)]* = 1)
= ayz+ (2° = 1)(y° — Dz + (22 = D)2y’ + 2(2* = 1)(a® = 1)(y* — 1)(ay)
bR - PR - 1P — (2 — 1) ()

zx(yxz) = wxlyz+ (- 1)(z" - 1)
a1 D)+ (@ - Dy + 0 - D - DE-1)
= wyz+a(y’ - 1) - 1D+ (2" = Dy*z® +2(2° = 1)(y° - 1)(z° = D(y2)
FE@ D - DR 1) (0P - 1).(2)
contradiction (1) # (2) d’ou * n'est pas associative
(3) * admet un élément neutre si et seulement si
dee R,V e R/z*xe=exa =u.
On prend juste une seule équation car la lot est commutative.
VrelR, zxe = =x
Ve € R, ze + (2 —1)(e* = 1) = =z
VreR, (e—1)(z+ (2 —1)(e+1)) = 0
Alors on a
e—1=0
V
Ve R,z +(e+ 1)z —(e+1)=0

On sait qu’un polynéme est nul Vx si tous ses coefficients sont tous nuls, et
comme le coefficient de x est 1 # 0 on déduit que le polyndme ne peut s’annuler,
d’ou e =1 est vraie. e =1 est [’élément neutre.

Dr. I.Medjad |
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CHAPITRE 1

Notion de IK— Espaces vectoriels(IK étant un Corps
Commutatif) avec Exercices Corrigés

1. Espace vectoriel et sous espace vectoriel

Soit IK un corps commutatif (généralement c’est IR ou C) et soit £ un ensemble
non vide muni d’une opération interne notée (+) :

(—I—):EXE—>E

(z,y) =z +y
et d’une opération externe notée (-) :
():IKxE—E
Nzx)—= Az
DEFINITION 1.1. Un espace vectoriel sur le corps IK ou un IK— espace vectoriel
est un triplet (E,+,-) tel que :
(1) (E,+) est un groupe commutatif.
)V e K, Vr,ye EEX-(z+y) =X+ Ay
BYVNpelK,Vee E,(A+u) - x=X-x+pu-x
(4) Vi pelK,Ve e E;(A-pu) -z = ANup.x)
G)VeeE ljx-z=x

Les éléments de 'espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceux de IK des sca-
laires.

ProprosiTIiON 1.2. Si E est IK— espace vectoriel, alors on a les propriétés sui-

vantes :
(1) Vx € E,01 -2 = 0p
Vel -1 -v=—x
(B3) VA e IK, A0 =0g
Q) VA NeIKVe,ye ELX-(z—y)=A-x— Ay
G)VAeIK, Ve Ex- A=0p e 2=0V =0

EXEMPLE 1.3. (1) (IR, +,.) est un IR— espace vectoriel, (C,+,.) est un C—e.v.
3
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(2) Si on considere IR® muni des deur opérations suivante
(+): R?* x IR = IR?, (.):IR x R* — IR?
((I‘, y)7 (I/7 y/)) - ($ + x/7y + y/)7 <)\7 (l’, y)) - <>\ © L, A y)
on peut facilement montrer que (IR2, +,-) est un R—e.v.

DEFINITION 1.4. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et soit F' un sous ensemble
non vide de E, on dit que F' est sous espace vectoriel si (F,+,-) est aussi un IK— espace
vectoriel.

Lorsque (F,+, ) est IK— sous espace vectoriel de (E,+,-), alors
Op € F.
Si0g ¢ F alors (F,+,-) ne peut pas étre un IK— sous espace vectoriel de (E,+,-).

THEOREME 1.6. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et F C E,F non vide on
a les équivalences suivantes :

(1) F est un sous espace vectoriel de E.
(2) F est stable par l'addition et par la multiplication c’est a dire :
Ve,ye FYAelK,x+y € F, Az € F.

(3) Ve,ye VA pe IK Az +py € F, dou :

F#0,

Festseve { Ve,ye FEVY\uelK, Az+pyeF

(4) Ve,y e EVYA, pe IK Az +py € F, d'ou :

O € F,

Festseve { Ve,ye FEVY\uelK, Az+pyeF

EXEMPLE 1.7. (1) {Og}, E sont des sous espace vectoriel de E.

(2) F ={(z,y) € R*/x +y =0} est un sous espace vectoriel car;
05 =0p:=(0,0)€ F= F#0.
~Y(x,y), (2,y) € F,\, u € IR montrons que \(z,y) + u(z’',y')E'F ; c’est
a dire (A + px', \y + py')€'F
Az + pa’ + Xy + py' = Mr +y) + p(a’ +y') = A0+ 1.0 =0,
car (x,y) e F=x+y=0,et(2),y) e F=2"+y =0.
Ainsi Mz, y) + p(z',y') € F, F est sous espace vectoriel de IR>.
B) F={(z+y+2z2—y,2)/1y, 2 € IR} est un s.e.v de IR*, en effet,
-0l = (0,0,0) € F car (0,0,0) = (0+0+0,0 - 0,0) = F # 0.

-~ VXY € F )\ 1 € IR montrons que AX + Y E'F; on a :
XceFeIry2)eR/X=(@+ty+z,0—1y2),
YeFe3,y /)eRY =@ +y +2,2 —vy,7),

AX 4+ uY = Az + My + Az, Ax — My, \2) + (pa’ + py' + p2', px’ — py', p2')
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AX + Y = ((Ar + pa’) + Oy + py') + Az + p2'), A+ pa’) — Wy + py'), Az + pz)
d’ow x" = M+ px’ € R,y = Ay +py' € IR, 32" = A2+ pu2’ € IR,
ainsi

A X + HY — (ZL“H + y// + ZH,:L‘” _ y",z”) cF

THEOREME 1.8. L’intersection d’une famille non vide de s.e.v est un sous espace
vectoriel.

La réunion de deux s.e.v n’est pas forcément un s.e.v.
ExeEMPLE 1.10. B} = {(2,0) € IR?}, B, = {(0,y) € IR?}, B, U Eyn'est un s.e.v car
U, = (1,0),U2 = (O, 1) e By etUi+U; = (1, 1) ¢ ELUE,, car (1, 1) Q_f El/\(l, 1) ¢ Es.
2. Somme de deux sous espaces vectoriels

Soit Fy, Fy deux sous espaces vectoriels d'un IK—e.v E, on appelle somme de deux
espaces vectoriels, F; et Ey et on note £y + Fy 'ensemble suivant :

E1+E22{UEE/E|U1 S El’HUQ € EQ/U:U1+U2}

PROPOSITION 2.1. La somme de deux s.e.v de Ey et Ey (d’un méme IK-e.v) est
un s.e.v de E contenant E1 U Ey,i.e., By U Ey C By + Es.

3. Somme directe de deux sous espaces vectoriels

On dira que la somme FE; + E, est directe si VU = U; + U,, il existe un unique
vecteur Uy € Ej, un unique vecteur Uy € Ey, U = U + Us, on note Ey P Es.

THEOREME 3.1. Soit Ey, Ey deux s.e.v d’un méme IK—e.v E la somme E; + Es
est directe si By N Ey = {0p}.

3.1. Sous espace supplémentaires. Soient F; et F, deux s.e.v d'un méme
IK—e.v E, on dit que E; et E; sont supplémentaires si £y @ Fy = E

EXEMPLE 3.2. Fy = {(2,0) € IR*}, By = {(0,y) € R*}, E\@ E, = IR?, E, et E,

sont supplémentaires.

4. Familles génératrices, familles libres et bases
Dans la suite, on désignera 'espace vectoriel (E, +,-) par E.

DEFINITIONS 4.1. Soit E un e.v et ey, es..., e, des éléments de F,

(1) On dit que {e1, e3..., e, } sont libres ou linéairement independents, siVA1, Aa, ..., A, €

IK:
Aer + Ages 4+ .+ e, = 0= A = Ay = ... = A\, =0, solution unique.
Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont liés.

(2) On dit que {eq,es...,e,} est une famille génératrice de E, ou que E est engen-
dré par {e1, es....,e,} siVr € E, 3N, A, ..., A, € IK/

T = )\161 + )\262 + ...+ /\nen.
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(3) Si {e1,eq...,e,} est une famille libre et génératrice de E, alors {e1,es...,en}
est appelée une base de E.

Dans un espace vectoriel E, tout vecteur non nul est libre.

THEOREME 4.3. Si {e,ea...,e,} et {€],ey...,€, } sont deus bases de 'espace vec-
toriel E, alors n = m. En d’autre termes, si un espace vectoriel admet une base alors
toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments (ou méme cardinal), ce nombre
la ne dépend pas de la base mais il dépend seulement de 'espace E. D’ou la définition
suvante.

DEFINITION 4.4. Soit E un IK— espace vectoriel de base B = {ey, ey...,e,}, alors
dim(E) = Card(B).
ot dim(E) : est la dimension de E et Card(B) : est le cardinal de B.
donc chercher une base pour un espace vectoriel c’est trouver une

famille de vecteurs dans E, qui forment un famille libre et génératrice de E, le nombre
d’éléments de cette famille représente dimkFE.

EXEMPLE 4.6. (1) Cherchons une base de IR®, il faut trouver une famille de
vecteurs dans IR® qui engendre IR® et qui soit libre :

V(z,y,2) € IR, (z,y,2) = (2,0,0)4+(0,y,0)+(0,0, 2) = 2(1,0,0)+y(0,1,0)4+2(0,0, 1).

En posant, ey = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) on voit bien que {e1, €2, €3}
est une famille génératrice, et aussi libre en effet; si VA1, Ao, A3 € IK :

/\1€1+)\262+/\3€3 = (0, 0, 0) = )\1(1, 0, 0)+>\2<O, ]_, 0)+/\3(0, O, 1) = ()\1, )\2, /\3) = (O, 0, 0)
{e1,eq,e3} est appelée base canonique de IR®.

(2) Montrons que les fi = (1,—1), fo = (1,1) il forment une base de IR*, montrons
que

(a) {f1, f2} est génératrice < V(x,y) € IR%, I\, A € IR,
(z,y) = M fi+ Xafo, (z,y) = (M + A2, Ao — \y)

amnsi

r+y r—vy
= A
2 T
donc { f1, f2} est génératrice.

(b) {f1, fo} est libre VA1, Ay € IR,
)\1f1—|—)\2f2 :OIR,2 = (>\1+)\2,)\2 —)\1) = (0,0) =22 =0= X=X\ =0.

A2

Y

THEOREME 4.7. Soit & un espace vectoriel de dimension n :

(1) Si{e1,e....,e,} est base de E < {ej, es...,e,} est génératrice < {e1, es...,e,}
est libre.
(2) Si{ey,es...,e,} sont p vecteur dans E, avec p > n, alors {ey, es...,e,} ne peut

étre libre, de plus si {e1,es...,e,} est génératrice, alors il existe n vecteurs
parmis {e1, es...,e,} forment une base E.
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Si{e1,ea...,ep} sont p vecteur dans E, avec p < n, alors {e1,es...,e,} ne peut
étre génératrice de plus si {e1, ea...,e,} est libre, alors il existe (n — p) vecteur
parmis {€pi1, €pt2, ..., s} dans E tels que {e1, es...,€p, €pi1, ..., €, } st une base
pour E.

Si F' est un sous espace vectoriel de E alors dimF < n, et de plus dimF =
n< E=F.

EXEMPLE 4.8. (1) Dans l’exemple précédent f; = (1,—1), fo = (2,1) pour

montrer que {f1, fa} forme une base de IR?, il suffit de montrer que {fi, fo}
est soit libre ou génératrice.( cette propriété est vraie dans le cas des espaces
vectoriels de dimensions finies).

Pour montrer que {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,—1)} est une base de IR*, il suffit de
montrer qu’elle est libre ou génératrice car dimIR® = 3, {f1, f2} est libre car :
\V/>\1, )\2, )\3 S IR,, )\1(1, 1, 1) + )\2(1, 1, O) + )\3(0, 1, —1) - (0, O, O)

AM+A=0 A =0
= )\1+)\2+)\3:O = )\2:0
A —A3=0 A3 = 0 (solution unique)

done {(1,1,1),(1,1,0),(0,1, —1)} est une base de IR”.

Cherchons une base pour F = {(z +y,x — z,—y — 2)/x,y,z € IR}, comme
F c IR? alors dimF < 3, donc la base de F ne posséde pas plus de trois
vecteur.

(x+y,x—zy—2)=2(1,1,0) +y(1,0,—1) + 2(0, -1, —1)

ainsi v = (1,1,0),v9 = (1,0,—1),v3 = (0,1, —1) forment une famille géné-
ratrice pour F, si cette famille est libre, alors elle formera une base pour F.
VA1, A2, A3 € IR,

)\1(]—7 17 0) + >‘2(]—7 07 _1> + >\3<07 _]-7 _1> - (07 07 0)

)\1+)\2:O
- A2 = —\;
~ )\1—)\3—0 <:>{/\3:)\1

Ay — A3 =0

Donc {(1,1,0),(1,0,—1), (0, =1, —1)} n’est pas libre, mais d’aprés le théoréme
précédent, on peut extraire de cette famille une base de F, pour le faire on
doit chercher deux vecteurs de famille qui sont libres, si on les trouve alors il
forment une base pour F, si on ne trouve pas on prend un vecteur non nul et
ce vecteur sera une base pour F. Prenons par exemple {vy,vs}

M+ =0
)\1(1,1,0)+)\2(1,0,—1):(0,0,0><:> A =0 :>>\1:/\2:O,
—/\2 :0

ainsi {vy,v2} est une base pour F' et dimF = 2
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5. Notion d’Application Linéaire
5.1. Généralités.

DEFINITION 5.1. (1) Soit (E,+,-) et (F,+,-) deux IK— espaces vectoriels et

soit f une application de E dans F, on dit que f est une application linéaire
si et seulement si :

Vo,y € BEVA €K, f(z +y) = f(z) + f(y)etf(A-x) = A- f(z),
ou d’une maniere équivalente :
Vo,y € EVA p € K, f(Az + py) = M (2) + nf (y)-

(2) Si de plus f est bijective, on dit alors que f est un isomorphisme de E dans
F.

(3) Une application linéaire de (E,+,-) dans (E,+,-) est dite un endomorphisme.

(4) Un isomorphisme de (E,+,-) dans (E,+,-) est aussi appelé un automorphisme
de E dans E.

EXEMPLE 5.2. (1) L’application

fi: R? — R
(z,y) —z—y
est une application linéaire, car : ¥(x,y), (z',y') € IR*, VA, u € IR,
fiMz,y) + (2’ y) = L(dz + pa’, Ny + py') = Ao+ pa’ — Ay + py)
= fiM@,y) + p(@ ) = Mz —y) + p@’ —y) = Milz,y) + phila,y).
(2) L’application
fo: R? — IR?
(x,y,2) — (—v +y,x — 5z,y)
est une application linéaire, car : ¥(z,y,2), (z',y,2') € R* VA, 1 € IR,
fo(M@,y,2) + u(@' Y, 2') = fo(Ax + pa’, Ay + py', Az + p2’)
& f2(M,y,2) +p(,y, 7))
A fQ(A(Iv Y, Z) +M(I,7 ?/7 Z/)) = (
& LAz, y, 2) @'y, 2) = A
(3) L’application

(=2 — pa’ + Ay + py', p’ + p’ = 5Ay — Sy’ Ay + py')
—AT+NY, AT =52, Ay) + (—pa’ + py', pa’ —5pz', Ay').
_:L'+ya ZL‘—5Z7 y)+/l(_55/+y,> $,_52/7 y/) = )‘f2 (ZE, Y, Z)—f—[tfg(l‘/, yla Z,)'

fs:IR— IR
r+— —3x
est isomorphisme, en effet, f3 est lineaire car :

Vr,y € IR, YA, p € IR, f3(Av + py)

=3z — 3py = Mfs(x) + ufs(y),

On peut montrer facilement la somme de deuzx applications li-
néaires est une application linéaire, aussi le produit d’une application linéaire par un
scalaire et la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
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PROPOSITION 5.4. Soit f une application linéaire de E dans F.
1.)f(Og) =Op, 2)VzxeE, f(—x)=—f(x).
PREUVE. On a,
1)f(Og) = f(Or + Op) = f(Or) + f(Or) = f(Ogp) = OF.
2)f(=x) + f(z) = f(—=z + 2) = f(Op) = O = f(—2) = —f(2).
DEFINITION 5.5. Soit f une application linéaire de E dans F.

(1) On appelle image de f et on note Imf ’ensemble défini comme suit
Imf ={y € F/3n e E: f(z) =y} = {f(x)/x € E}.
(2) On appelle noyau de f et on note ker f ’ensemble défini comme suit :
ker f = {a € B/f(x) = Or},
On note parfois ker f, par f~1({0}).

PROPOSITION 5.6. Si f est une application linéaire de E dans F ,alors si dimImf =
n < +o00, alors n est appelé rang de f et on note rg(f).
Imf et ker f sont des sous espaces vectoriels de E.

EXEMPLE 5.7. (1) Déterminons le noyau de ’application fi,
ker f = {(2,y) € R*/f(z,y) = 0} = {(2,y) € R*/a+2y = 0} = {(z,y) € R?/zx = —2y}
ainst

ker f ={(=2y,9)/y € R} = {y(-2,1)/y € R}
donc le ker f est un sous espace vectoriel engendré par u = (—2,1) donc il est
de dimension 1, et sa base est {u}.

(2) Cherchons l'image de
£y R — TR
(,y,2) — (—z+y,z — 2,y)
Imfy = {f(z,y,2)/(x,y,2) € R’} = {(—=x +y,2 — 2,9)/(z,y,2) € IR’}
Imfy = {x(=1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0, —=1,0)/(z,y, 2) € IR*}

donc Imfy est un s.e.v de IR® engendré par {(—1,1,0),(1,0,1), (0, —1,0)} il
est facile de montrer que cette famille est libre et donc il forment une base de

IR? donc dimImf, = 3,rg(f2) = 3, Imf = IR®.
ProprosITION 5.8. Soit f une application linéaire de E dans F' on a les équiva-
lences suivantes :
(1) f est surjective < Imf = F.
(2) f est injective < ker f = {Og}.
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EXEMPLE 5.9. Dans Uexemple Imfo = IR® donc f, est surjective, montrons que
fa est injective

ker fo = {(2,y,2) € R*/fo(x,y,2) = (0,0,0)},
:>kerf2 = {(l’,y,Z) € ]Rg/(—x—i—y,x—z,y) = (07070)} r=y=2=0
donc ker fo = {(0,0,0)}, ainsi fo est bijective.

5.2. Application Linéaire sur des espace de dimension finies.

ProPOSITION 5.10. Soit E et F' deux IK espace vectoriels et f, g deux applications
linéaires de E dans F. Si E est de dimension finie n et {eq,es, ...,e,} une base de F,
alors Yk € {1,2,..,n}, f(ex) = g(ex) & Vo € E, f(z) = g(z).

PREUVE. L’implication (<) est evidente.
Pour (=) on a E est engendré par {ey, ea, ...,e,}, doncVr € E,; I\, Ag,..u Ay € IK 2 =
Aer + Aoes + ... + e, comme [ et g sont linéaires, alors

f(x) = f(Aier + Aaea + oo+ Anen) = A f(er) + Aaf(e2) + .o + Anf(en),

g(:v) = 9()\161 + doeo + ...+ )\nen) = >\19(€1) + /\29(62) + ...+ >\n9<6n)7

donc si on suppose que Yk € {1,2,..,n}, f(ex) = glex) donc on déduit que Yz €
E, f(z) = g(x).

Pour que deux applications linéaires f et g de E dans F soient
égales il suffit qu’elles coincident sur la base du IK— espace vectoriel E.

EXEMPLE 5.12. Soit g une application de IR? dans IR? telle que
9(1,0) = (2,1),9(0,1) = (=1, —1)
alors déterminons la valeur de g en tous points de IR?, en effet on a :
Y(z,y) € IR? (z,y) = z(1,0) + y(0,1)
9(z,y) = g(z(1,0)+y(0,1)) = 2¢(1,0) +yg(0,1) = 2(2, 1) +y(-1, —1) = 2z —y,z—y)
ainsi g(x,y) = 2x —y,x — y).

THEOREME 5.13. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimension de
E est finie, on a :

dimFE = dimker f + dimIm(f)

EXEMPLE 5.14. On a montré que dimker f; = 1 avec f; définie
fi: R? — IR

(,y) — 2 +2y
comme dimIR* = 2 = dimIm(f) = dimIR® — dimker f; =2 — 1 = 1.
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ProrosITION 5.15. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimFE =
dimF =mn. On a alors les équivalences suivantes :

fest isomorphisme & fest surjective < fest injective
& dimIm(f) =dimF < Imf =F < dimker f =0 < ker f = {0g},
de cette proposition, on déduit que si f est un isomorphisme de E dans F' avec dimFE

finie alors nécessairement dimkE = dimF' en d’autres termes si dimE # dimF alors f
ne peut étre un isomorphisme.

EXEMPLE 5.16. (1) L’application fi n’est pas un isomorphisme car dimIR? #
dimlIR.

(2) Soit g(z,y) = 2z —y,x—y), g définie de IR* dans IR* on a,dimIR* = dimIR?
est un isomorphisme car dimker g = 0 en effet :
ker g = {(z,y) € R*/(2z —y,z —y) = (0,0)} = {(0,0)},
c’est méme un automorphisme.

Bon @

courage!

| Dr. I.Medjadj |
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CHAPITRE 1

Notion de Matrice Associée & une Application Linéaire

DEFINITION 0.1. On appelle une matrice dans IK de type (n,p) un tableau rectan-
gulaire A d’éléments de IK ayant n lignes et p colonnes.

a1n aiz ... Qip

a1 A2 ... QA2
e

Qp1 Qp2 ... App

On note a;; I’élément qui se trouve a la ligne numéro ¢ et la colonne j et on note
la matrice A par A = (aij)1<i<ni<j<p- L'ensemble des matrices de type (n,p) est noté

M(nvp) (IK)

(1) Pour n =1, on dit que A est une matrice ligne, A = (a1, @12, ..., G1p).

ai
(2) Pour p =1 on dit que A est une matrice ligne, A = 412
A1p
(3) Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n et on note A €
140
230 ‘
EXEMPLE 0.2. (1) A = 290 |’ A est une matrice de type (4,3).
4 1 3

(2) Ay = ( _51 (2) } g ), Ay est une matrice de type (2,4).

(3) A3 = ( —16 g ), Az est une matrice carrée d’ordre 2.

DEFINITION 0.3. Soit A = (aij)lgigmlgjgp et B = (bij)lgign,lgjgp deuzr matrices
de types (n,p),
(1) On dit que A=B siVi=1,..,n,Vj=1,..,p;a; = b;j.

(2) La transposée de la matrice A est une matrice notée A* définie par

=J P St

autrement dit A ¢’est la matrice de type (p,n) obtenue en remplagant les lignes
par les colonnes et les colonnes par les lignes et on a : (A")' = A.

3
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Lo Ry
EXEMPLE 0.4. (1) A = =Al=143 21
320 000 3
4 1 3
-1 1
(-1 00 =5 . 0 2
<2)A2_(1 21 8>:>A2_ 0 1
-5 8
(1 0 . (1 5
e (L %) (15)
THEOREME 0.5. En munissant l’ensemble M, ) (IK) par les opération suivantes :
(+) : M(mp)(IK) X M(n,p)(IK) - M(nvp)aK)
ail a2 a1p b1 b2 bip ay; + b aig + bio aip + byp
Qo1 A2 Qop ba1  bag bap az1 + ba1  age + by agp + by
Gp1  Anp2 Qnyp bnl bn2 bnp an1 + bnl Qn2 + an Qnyp + bnp
et
() IK X M) (IK) — M) (IK)
ap a2 arp Aair Aapp Aayy
A Q21 A2 Q2p R Aag;  Aag )\Clzp
Ap1  QAp2 anp /\anl )\anZ )\anp

Alors (Mnp)(IK), +, ) est IK— espace vectoriel de dimension n X p, sachant que l’élé-

00 0
N . 00 0

ment neutre de ['addition est la matrice nulle
00 0

1. Produit de deux matrices

DEFINITION 1.1. Soit A € M, ) (IK) et B € M, m)(IK), on définit le produit de
la matrice A par B comme étant une matrice C' = (cij)1<i<1<jm € M@um)(IK), avec
Cij = aﬂblj -+ aigbgj -+ a31b3j + ...+ al-pbpj.

(1) L’élément C;; de la matrice C se calcule en additionnant

le produit des éléments de la ligne i de la matrice A par la les éléments de la
colonne j de la matrice B.

(2) Le produit de deux matrice ne peut se faire que si le nombre de colonnes de la
matrice A correspond au nombre de lignes dela matrice B.
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EXEMPLE 1.3.
1 2 01
Az(lég),B: 2 0 1 1|,
1100

A est de type (2,3) et B de type (3,4) ainsi C' sera de type (2,4).

21422401 22+20+01 20421400 21+21+0.0

32 1 2
(:)02(6424)

Le produit deux matrice n’est pas commutatif voi¢i un exemple :

) (0 1) (5 ) e (0)

2. Matrices carrées

C=AB= ( 11412401 1.241.0+0.1 1.0+1.1+0.0 1.1+1.1+0.o)

—_ =

as-(

DEFINITION 2.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (aij)1<i<ni1<j<n

(1) La suite des éléments {aq1, ass, ..., ann } est appelée la diagonale principle de A.
(2) La trace de A est le nombre Tr(A) = aig + ags + ... + Gpp-
(3)

A est dite matrice diagonale st a;; = 0,Vi # j c’est a dire que les €léments de
A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

(4) A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Vi > j,
(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au dessus) de
la diagonale sont nuls).

(5) A st dite symétrique si A = A’

1 0 0
EXEMPLE 2.2. (1) A= 0 =2 0 |, Ay est une matrice diagonale.
0 0 1
-1 0 0
(2) Ay = 5 4 0 |, Ay est une matrice triangulaire inférieure.
6 3 9
740 2
(3) As=1 0 2 3 , Az est une matrice triangulaire supérieure .
0 0 -1
1 2 =2 1 2 =2
(4) Ay = 2 12 1 =A'= 2 12 1 , Ay est une matrice symé-
-2 1 10 -2 1 10

trique.
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PROPOSITION 2.3. Le produit des matrices est une opération interne dans My, »y(IK)
et il admet un élément neutre la matrice nommeée matrice identitée notée I,, définie par :

100 0.0
010 0.0
[ 0 01 0.0
" 000 1. 0
.. . .0
000 .01

DEFINITION 2.4. Soit A € M, ,)(IK) on dit que A est invesible s’il existe une
matrice B € M, ) (IK) telle que A.B = B.A = 1,.

1

0 _21 ) est tnwversible et ceci en

EXEMPLE 2.5. Montrons que la matrice A = (

cherchant la matice B = < CCL Z ) telle que

e (3 A) (28 (30)nm (2 8) (3 2) -
)-(: 3

3. Les Déterminants

ajp a2
21 Q22
déterminant de A le nombre réel donné par : ajjase — ajsas;. On le note det(A) ou

DEFINITION 3.1. Soit A = ) une matrice dans M2 2)(IK), on appelle

a1 a2
ag21 A2

EXEMPLE 3.2. Calculons le det(A),

1 2

0 1 ‘ =1(=1)—0.(2) = 1.

|A|=\

DEFINITION 3.3. De méme, on définit le déterminant d’une matrice

@11 a2 ais
A= Qo1 Q22 Q23 e M3(IK),
a31 a3z 0ass
par

a1; Qa2 Qi3

_ 1+1 21
Q21 Q22 Q23 —(—1) Qi1

a31

Q21 Q23

+ -1 1+3a
31 A3z ( ) 13

a a
22 Q23 +(—1)1+2a12
32 A33

a31 a3z G33

22
a32
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EXEMPLE 3.4.

10 -1
A =12 —1 1 | =] T Ve | 12 ooy | 1202
2 10 0 0 0 1

& |Al=-14+0-12=-13

PROPOSITION 3.5. Pour calculer le déterminant d’une matrice A on peut déve-
lopper A suivant n’importe quelle ligne ou colonne.

Suivant cette proposition il vaut mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus
de zéros.

EXEMPLE 3.6. On reprend la méme matrice de 'exzemple pécédent mais calculer
sutvant la troisiéme ligne on aura :

1 0 -1
Al=]12 -1 1 |= (—1)3“.0‘ 1 0
0 1 0
det(A)=0—-134+0=—13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.
DEFINITION 3.7. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
aip Qi2 a3 G4

Q21 Ag2 A23 Q24
A= € My(IK),
31 dgzz 33 AdA34

g1 Q42 QA43 Q44
par

aix a2 aiz Qaiq

a1 Qg2 Q23 Q24 1+1 (22 G232 142 021 do3 G2
az; Q32 Q33 Q34 :(_1) @11 @32 33 (34 +(_]‘) Qiz2| @31 a3z Q34
Qg2 Q43 Q44 41 Q43 Q4q
G41 Q42 Q43 Q44
21 Q22 A4 G21 Q22 Q23
H=1)"azs| an azz azs |+ (1) Fary| an azp as
A41 Q42 (44 (41 Q42 (43

DEFINITION 3.8. Soit A = (az‘j)lgigmlgjgn,
le déterminant suivant la j-éme colone est :

d@t(A) = (—1)1+ja1jD1j + (—1)2+ja2jD2j + ...+ (—1)"+7an]Dn],j = 1, ey N
Le déterminant suivant la 1-éme ligne est :

d€t<A) = (—1)i+1ai1Di1 + (—1)i+2ai2Di2 + ...+ (—1>i+namDm,i == 1, N
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Ou A;; représent ce que nous appelons le déterminant mineur du terma a;;, le dé-
terminant d’ordre n — 1 obtenu de det(A) en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

PROPOSITION 3.9. Soit A € M,(IK) on a :
(1) det(A) = det(AY).
(2) det(A) = 0 si deuz lignes de A sont égales (ou deux colonnes).
(3) det(A) = 0 si deuz lignes de A sont proportinnelles ( ou deux colonnes le sont).
(4)

4) det(A) = 0 si une ligne est combinaison linéaires de deux autres lignes de A
(méme chose pour les colonnes).

(5) det(A) ne change pas si on ajoute G une ligne une combinaison linéaires
d’autres lignes (méme chdse pour les colonnes).

(6) Si B € M,(IK), alors det(A.B) = det(A).det(B).

3 0 =5
EXEMPLE 3.10. (1) |Al=12 2 1 | =0, carlaligne 1 est égale a la ligne
3 0 =5
3, Ll == Lg.
9 0 —15 3
22 1 1
(2) |B| = 10 -1 4 =0, car Ly =3 % Ly.
30 =5 1
11 -1 2
11 2 20
(3) |C| = 00 —1 4 |=0 car Cy = Cs.
11 —-10 2

DEFINITION 3.11. Soit V1, Vs, ..., V,,, n vecteurs de IR™ on appelle déterminant des
vecteurs (V1,Va, ..., Vi) et on le note det(Vy, Va, ..., V,) le déterminant dont les colonnes
sont les vecteurs Vi, Vs, ..., V,,.

EXEMPLE 3.12. Soit V; = (1,1,0), Vo = (0,—1,1),V53 = (0,0, 1), alors

1 0 0
det(Vi, Vo, Va) = |1 =1 0 :+1‘
0 1 1

PROPOSITION 3.13. Soit V1, Vs, ..., Vi, n vecteurs de IR™ on (V1, Vs, ..., V},) est une
base de IR" < det(V1,Va, ..., V) #0

EXEMPLE 3.14. Soit V; = (1,2,0),V5 = (0,—1,1),V3 = (0,0, 1), forment une base
de IR?, car det(Vy, Vy, V) = —1 # 0.
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3.1. Le rang d’un matrice.

DEFINITION 3.15. Soit A € My, ) (IK), on appelle rang de A et on note rgA ordre
de la plus grande matrice carrée B prise (extraite) dans A telle que det B # 0.

1 -1

EXEMPLE 3.16. A = ( 2 0

),detA:27é0,rgA:2.

B:(} i),detA:O#O,rgAzl.

0 1 —-10
C=1| -1 1 -1 1 |,rgA<4(rgA <3) la plus grande matrice carrée contenue
0o -1 1 0
dans A est d’ordre 3, dans cet exmple on a : 4 possibilité :
1 =10 0o 1 -1
C, = 1 -1 11,C,=| -1 1 -1/,
-1 1 0 0o -1 1
0 1 0 0 -1 0
Cs3=| -1 1 1 |,C4,=1]| -1 -1 1
0 -1 0 0 1 0
detC = detCy = 0 et detC5 = detCy = 0 donc le rgA < 3 et on a :
-1 0

11 =—-1#0=rgA=2.

THEOREME 3.17. le rang d’une matrice est égale au nombre maximale de vecteurs
lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

ST L) >

dice i et j de A le scalaire o
Cij = (—1)z+jd€tAZ‘j.
Avec A;; est la matrice déduite de A par suppression de la ligne i t la colonne j.

Il e R

est appellée la comatrice de A.

1 0 3 + - +
ExeEmMPLE 3.19. Soit la matrice A= | 1 —1 1 |,| — + — |. Calculons
0 2 2 + - +
les coffacteurs de A
1+1 2| —1 1
C11 = (—1) det(AH) = (—]_) 9 9 = —4.
142 s 11
Cl2 = (—1) det(Alg) = (—1) 0 2 = 2.
143 4| 1 —1
C13 = (-1) d@t(Alg) = (-1) 0 9 = 2.




10 1. NOTION DE MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE

e = (1) det(An) = (~1)°| ) ’ — 6.
242 4| 13
Coo — (-1) det(Azg) = (—1) 0 2 = 2.
2+3 5010
Co3 — (—1) det(Agg) = (—1) 0 2 = —2.
e = (1) det(An) = (-1 °) 7 ’: 3.
342 501 3
C39 — (—1) det(Agz) = (—1) 1 1 =2
3+3 6|1 0O
C33 = (—1) det(A33) = (—1) 1 _1 = —1
donc la matrice des cofacteurs est donnée par :
-4 -2 2
6 2 -2
3 2 -1
et la comatrice et
-4 6 3
Ct=|( -2 2 2
2 -2 -1
THEOREME 3.20. Soit A € M, (IK), on a :
Aest inversible < det(A) # 0,
et dans ce cas la matrice inverse de A est donnée par :
1
A—l — t
det(A)
On Ct est la comatrice de A.
1 0 3
EXEMPLE 3.21. La matrice A = | 1 —1 1 | det(A) = 2 # 0 donc elle est
0 2 2
wnversible, de plus
1 -4 6 3
At=_C'=-| -2 2 2
2 2 -2 -1
-2 3 3
A= -1 1 1
1 -1 —3

On peut vérifier que A™'A = I3 = AA™L
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Dr. I.Medjadj |
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Chapitre 6 : Systémes d’équations linéaires
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0.1 Systémes d’équations linéaires

Soit IK = IR ou C.

On appelle systéme de n équations linéaires & p inconnus a coefficients dans IK, tout systéme de
la forme :

a11x1 + a12x9 + ... + A1pTp = b1
(S) . 9121 + A22%9 + ... + a2pTp = b2
Ap1%1 + Ap2®a + ... + apptpy = by

ou les (x;);=1,.p sont les inconnues, les (a;;),b; € IK.
1)Forme matricielle du systéme :
b1 X1
Posons A = (aij)1<i<n,i<j<p, B = X = Le systéme (S) devient; AX = B.

bn, Tn
Si f est une application linéaire de IK” dans IK™ telle que que A soit la matrice associée a f suivant les
bases canoniques et si on note par X = (21, ..., xp) et b = (b1, ..., by,), le systéme (S) devient f(X) = B.
2)Solution du systéme :

Définition 0.1.1. On appelle solution du systéeme (S) tout élément X = (z1,...,x,) vérifiant les n
équations de (S) ceci revient o trouver un vecteur X tel que AX = B ou encore un élément X € IK?
tel que f(X) = B.

Exemple 0.1.2.
r+2y=1 1 2
T
3r—y=4 13 -1 ( ):(1 4 —2)
r—y=-—2 1 -1

3)Rang d’un systéme linéaire :
Le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice (aij)1<i<n,1<j<p- Si r est le rang du systéme
linéaire (S), alors r < n et r < p.

0.1.1 Systéme de Cramer

Définition 0.1.3. Le systéme (S) est dit de Cramer sin =p =1 c’est a dire, (S) est un systeme de
n équations a n inconnus et telle que
detA # 0.

Théoréme 0.1.4. Tout Le systeme de Cramer admet une solution donnée par : X = A~1B.

Exemple 0.1.5.

(2or=0 o (2 2 Yaxo ()2 (0) -
detA=1+#0,7gA =2,
()= ()= (% 1)

()= 0k ) (V)= (3) - ()

ainst



Théoréme 0.1.6. Dans un systeme de Cramer, la solution est donnée par les formules :

= detAZ i
" detA’

=1,...,n.

Ou les A; est la matrice réduite de A, en remplagant la colonne i par le vecteur B.

Exemple 0.1.7.

204+ 2y+z2z=1 2 2 1 1
(S):q 2z+y—2=2 < |21 -1 |=1] 2
3x+y+2=3 3 1 1 3

detA=4+#0,rgA=n=p=3 ((S) est un systéme de cramer).

1 2 1
2 1 -1
detA1 3 1
detA 7 =9/7.
2 1 1
2 2 -1
detAs 3 3
detA -7 =—5/1
2 2 1
2 1 2
d@tAg 3 1 3
= = =—-1/7.
detA 7 /7

3)Cas o n=p et r<n :
Si on considére maintenant un systéme de n équations a n inconus, mais rgA < n c’est a dire

detA =0,

dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice carrée inversible
c’est a dire detM # 0 contenue dans A et d’ordre r c’est ce qu'on appelle une sous-matrice, les
inconnus associés & M deviennent des inconnus principales et les (n — r) autres inconnus deviennent
des paramétres ou bien ce qu’on appelle valeurs arbitraires et on considére le systéme suivant :

/

a1121 + a9 + ... + a2, =by — (a17«+1.737«+1 —+ ...+ alna:n) = b1
/
a2121 + G222 + ... + a2y = ba(Q2rt1Tr41 + .o+ Q2py) = b
/
AT + Aoy + oo+ @y = bp(Qrri1Trg1 + oo+ QrpZy) =L

ce dernier est un systéme de cramer, donc il admet une seule solution (z1,...,2,) qui dépend de
(Tr41, .-y Tpn). Si cette solution vérifie les (n — r) équations restantes, alors le systéme globale admet
une infinité de solutions. Si par contre (z1, ..., z,) ne vérifie pas une seule équation parmis les (n — )
équations restantes alors le systéme globale n’admet de solution.

Exemple 0.1.8.

3r—y+2z=3 3 —1 2 x 3
(S): 4 2z+2y+2=2 <[ 2 2 1 y | =1 2
r—3y+z=1 1 -3 1 z 1



3 -1
2 2
considere x,y les inconnus et z parameétre, alors on obtient le systéeme :

3r—y= 3-2z
20 4+2y= 22—z

detA =0 (S) n'est pas un systéme de Cramer comme |A’| = ‘ =8#0. AlorsrgA =2 et on

qui est un systéme de Cramer et admet une unique solution (x,y) dépendante de z.

z= 1/8‘ 32__2; _21 ’: 1—(5/8)z

3 3—2z
9—1/8‘ 2 9_

=1/8z

Reste a voir si (x,y) vérifie x — 3y + z = 1(équation réstante) on a : 1 —5/82 —3/8z+z=1=
1 = 1(vraie ¥t € IR) donc le systéme admet une infinité de solutions données par :

(1-5/82,1/8z,2)/z € IR.
3)Cas o n#p :

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche d’abord le rang de
A et on procéde comme précédement. Si M est une matrice contenue dans A et d’ordre r et detM # 0
alors on considére le systéme de r équations & r inconnus correspondant a M qui est un systéme de
Cramer.
Si la solution vérifie les équation restantes alors le systéme globale admet une infinité de solutions
sinon il n’admet aucune solution.

Exemple 0.1.9.
3r—y=4 3 -1 . 4
(S):{ 2z+2y=3 A= 2 2 ( )— 3

T —by=-5 1

le rang de A < 2 choisissons
2 3
Mz( _1):>detM=87éO:rgM:2.

on prend le systéme :
3z —y=4 o x=11/8
20 4+2y=3 y=1/8
on a l’équation réstante :

x—5y=—5=11/8—5/8=6/8=3/2# —5

alors le systéeme n’admet pas de solutions.

Dr. I.Medjadj
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